SYSTEMES D'EQUATIONS

1 Méthodes de résolution

Exercices

1 On donne trois feuilles rectangulaires de longueur x et de largeur y. On en pose deux cote i cote
et on les recouvre partiellement avec la troisieme. On remarque qu'il reste une marge. Comment

choisir x et y pour que la marge soit de largeur constante tout autour de la troisicme feuille? Y

a-t-il plusieurs choix possibles pour xet y? Si x = 12, comment choisir y ? Reprendre le

probleme avec quatre feuilles.

2 Comment choisir x et y dans IN si 2x-3y = 5.

3 a) On veut obtenir Fr. 64.- avec 10 piéces d'un premier type et 7 d'un deuxieme type ainsi
que  Fr. 31.-  avec 5 piéces du premier type et 3 du deuxiéeme. Quelle est la valeur de
ces pieces?

b) On donne Fr. 3,10 avec 3 piéces d'un type et 5 d'un autre. Peut-on obtenir la méme
somme avec 8 piéces du premier type et 3 du deuxiéme? Quelle est la valeur de
chacune de ces piéces?

4 Trouver oceft B si f(x) =ax+B et f(1) =1et f(3) =7.




2x + 3y = ;
5 Trouver (xy)ER*si J et 5
2x + 4y = 2
a =b a +c=b+d
THEOREME 1 et < et
c =d ¢ = d
a=>b xa = xb
{et - { et et O {xy}
c =d y'c = yd
Exercice 6 Résoudre dans TR?
16x + 4y = 15 x+y =1 x +4y =1
1 { et 2 {et 3 {et
bx - 4y = 8 2x + 5y = 3 2x +y =3
x +y=3 6x - 9y =10 -4x + 5y = 2
4 {et 5 {et 6 { et
X =y =12 8x + 15y = 9 12x + 10y = 56
Remarque
{ et s'écrit aussi { s'il n'y a pas de confusion avec "ou".
cC = d C =
Exemples de méthodes utilisées pour résoudre des systémes

1 Méthode de comparaison

-

2x + 6y = 12 x=%(12-6y)=6-3y 6 -3y =7+ 3y
- By T ] < =7+3
r 1
-1 = 6y ¥ =g 13 1
@ « Xy =(5;-2)
{x=7+3y x—7+3(-é) £7'e
.




2 Méthode de substitution

4x + 16y = -12 X =i{-12-16y) = -3 - 4y
{3 - 2y =19 =
X - Y =S 3(-3-4y) - 2y = 19
14y =19 + 9 y = -2
y) = (5,2
#{x ='3'4Y = {x=_3_4(_2)=5 #(X}’) ( )

3 Méthode des combinaisons linéaires

On désigne par 1 la premiere équation et par I la deuxieme.

32
3x + 4y = 46 [-11 [ 5x =46 - 14 = 32 X~
A b
{-Zx + 4y = 14 21+ 311 {20}( =92 + 42 = 134 67
Y =10
32 67
> Gy) = G,35)
Remarque
Ne pas choisir des combinaisons linéaires qui ont des coefficients proportionnels.
Exercice 7 Résoudre dans R? avec 'une des trois méthodes
x + 4y = 42 3 - 8y = 36 ey =8
1 2 3
{-5x+7y=31 {4x-5y=-14 3x+§=-4
f g (9
% -g= 8 mx + 5y = 10 x +2y =17
= 9 \ 2 {Sx 2y = -2 6 {2 + 3 1
-10x + 3 = -68 B “ra =
- = X . X _.
& =y X +29% =29 39272
7 5 8 § : 9
oty - g 2 -y P
2
S =4 11x + 18y = 1 o = .1
i 2 ’ - {22)( + 36 3 - ’
3 =2y - x y = 7y =1 + x
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26

- 15
~ -3
_Xx-y
=73
16
B
= =5
= 3
19
-3
-0
22
43
2= 0
o
T4

x +y +7
4x + 4y + 4

Al
W ] » = K=
CU R =
f

r

= -7 - 3y
= - 7
.
x+1  y-2
17
[ x+1 " y-2
(xty _3
xy 4
20 Y
x-y _1
[ xy 4
35y +8
= X
y . X
2 3+4
2x + (m-1)y =
3x + y =0
(m+2)x + y
28{
3x + 2y
x + = G
3]{ 3
mx - 2y =5

o |

I

It



2 Méthode des déterminants

21 Théoréme de Cramer

Exercice 8 Résoudre dans IR?, m parametre
» [ Gx~ ¥ « 2
Ox + 4y =5 0x 2 “ 1 10x + 10y =
1 2 5 3
i = 5 { 0y =0
X > =1 B 4 0y=2 Ox + Oy
2x + 3y =6 (2x + 0y = 4 5 + y =10
5 4
{Ox+0y=5 mx + y =0 {Ux+0y=m
THEOREME 2 Si 0€é{a, b, a', b}
ax + by = ¢ p®-b® ((ab'-a'b)x = cb'-cb
] S '
oy 5 {a'x + by =¢ e a® - a0 [(ab'-a'b)y=ac'~a'c
a b cb
a'b | * 7 |c b'|
-
ab a c
a'b'|y_ a' ¢

ab

Le nombre ab'-ab = a' b’ s'appelle déterminant du systéme, noté dét(S) ou D.
cb

Lenombre b'c-bc' = ¢ b s'appelle déterminant relatif 2 x, noté Dx.
a

Lenombre ac'-a'c = &Y 2 s'appelle déterminant relatif 2 y, noté Dy .




Pour la résolution du systéme, trois cas se présentent.

d cb
¢ b
y = A=
a b
a' b’ un et un seul couple
a) ab'-ab # 0 et S « < )
c solution pour (S)
] c.
y= ab
. a'b'
b) ab'-ab =0 et (Dx#0 ou Dy = 0) et (S) « (0x+#0 ou O0y=0)
< (x,y) €O aucune solution pour (S)
c) ab'-ab =0 et Dx =0 et Dy =0
- b | \
a =;a =ka
ab' - a'b = b
alors {b'c-bc‘=0 = J c:b,c = ke
b L} L
1 b = b'b = kb
et une des équations est multiple de I'autre
et le systéme est réduit a une seule équation a'x + b'y =0
f ¢ -a'x
(uy) = (4 —5—) et xER une infinité
Alors (8) < au de couples
L - bl . S
(g = (E__a__yl_’ y) et yER solutions pour (S)
Exercices

9 Résoudre dans IR2 selon les modéles suivants

8x + 5y = 36
Bx + 2y = 2

o |

8 5 36 5 8
Ona dét(S)=[_32|=31 m=|2 2’=62 Dy=’

Ainsi, (S)

|

31x
31y

62
124

X
<>

o |

y

% = 124
32 77

(X, Y) = (214)



]

x - 3y 5
{-2x+6y=-10

o [0 o 18 Tl mad? # g
Ona dét“=|-26|‘ _|-106l_ DY‘|-2-10|“

Ainsi, (8) < x-3y =5 < y=§—;}—5 = (x,y)=(x,x—:;-5-)etx€l{

2x + 8y = 7 -2 8 7 8
C)[x-4y=-3 Ona dét(S)=|l_4|=0 Dx= _3_4|=-4
Ainsi, (8) <« (y)€ED
X
x+y=7 2 ty=2 2 + 5y =1
1 2
{X-y=9 x+.§=1 {5x+2y=1
fxt+y 1
x +3=y-1 y =3 +4 2 4
5 6 <
{—3x+3y=12 {y=-2x+] o
[ 3
= X L & - .
7{2"_33”5 s 137271 g {57 Y¥ =3
4y = 3x - 1 g == | x + 5y = 15

10 Comment choisir m et n pour que (x,y) = (1;2) soit solution du systéme
{(m+l)x+ y =1 {(2m+1)x+ ny =0 {(m+1)x2-(3-n)y=1

n+2)x + 3y =2 (m-1x -(n+1y=1 G5-m)x + ny =1

11 Résoudre les équations paramétriques selon |’exemple suivant.

m+1)x +y =1
{ 2x + 4y = 3
m = -1 et =1 et —l
= y = et x = -3
i aul

m#-1 et dét(S)= 4m+2 Dx=




rm = -] et (X;Y) s (-%'_1)
au
[ 1
1 X T dm+2
=, t
® 9 m=#-5 e e
m#'l Et < Y—4m_|_
aa
m=-3 et (x,y)€EQD
L .
2 4 f=dly = 1 i 552y
1 { 2 % 3 {
ix + 2y =7 5 _Y=1 . y
{(m+2)x Ty = 5 (m” + 1)x + y =0 % {x + my
(m+2y + x = X + 5y = 5
2.2 _ Casdesystémes avec des coefficients nuls
Un coefficient est nul et 0 'b.b'
y = % _ be'-b'e
DX +by = g X = a!b
{ L " v had C -
ax+by=c Cl'b‘E ~ E
X = - Y_ b
a
Avec les déterminants on obtient
0b| cb @
dét(5)=|a.b.|=-a’b Dx = c'b-|=b"b° i | 2 5] et
bc' - b'c
Ox + by = ¢ -a'’bx = b'c-bc' X ==
et{ , B ) i
a'x + by = ¢ -a'by = -a'c 3
Y= b

On peut donc aussi utiliser la méthode des déterminants si un coefficient est nul.



Deux coefficients sont nuls et 0 & {a'b'}

c=Oety=c;.ax

{0x+0y=c

. had au

c20 et (xy)EQD

a'x + by =c¢

co

c=0 et (x,y) = (x, L.ax) et xER
= ou

c=0 et (x,y) EQD

Avec les déterminants on obtient

det(s el | S fa S ot g
t()_ a| bl T o C- br = c Y_ ar c- = =-ac
Dx=0et Dy=0 « c=0 ety = —5

ainsi, (S) et dét(S)=0 <> il

Dx#0 au Dy=0 « c=0 et (xy)ED

Dans ce cas aussi, on peut utiliser la méthode des déterminants.

Exercices

12 Démontrer que l’écriture des déterminants convient aussi aux systémes suivants.

Ox + by =¢ Ox + by=c¢ Ox + Oy
a) Ox + b'y=c b) a'x + 0y=c ¢ Ox + by
et 0&{b b’} et 0¢&{a" b} et b'#0

13 Résoudre dans IR?

x =9 5y = 25 3x - 7y = 18
1 2 3
{2x-y=2 {2x-y=3 {?_x - 12
14 Résoudre les systémes paramétriques dans R? selon le modéle suivant.
4x -y =-m
© |
2Zmx -y = -2
4 -1 -m -1
Avec dét(S) = |2m 1 I = 2(m-2) D= | o I=m_2

4 -m 2
Dy = |2m 5 I =-8+2m" = 2(m+2)m-2)



Ona (S

(m-4)x + my
| 3x

4x + my =
{mx+4y=m+]

(a +b)x + by
{(a+b)x +ay =b

rm = 2 et

m¢2et{

2(m - 2)x
2(m - 2)y

rm =2 et (x,y) = (x,

mx + 3y
6x + 2y
ax + by
abx + ay = a’+b
= mx + 2m

x =

dét(S) =Dx=Dy =0

et 4x-y = -2

= m-2 X = %
= 2(m + 2)(m - 2) p—
4x +2) et xER
1
xy) = G, m+2)
= 7x - m+5)y =0
= [2x+ y =1
= ab+1 X - (m+1)y
{(m+2)x + (m+ 1)y
5 2x =my + m
- 3m {3x+2y= 1

15 Résoudre les systemes suivants dans R3 avec des méthodes utilisées dans R2.
+ 2y - 3z = -12

x +
142x +
3x -
r 3x +
4 4 2x -
L X -
- X -
7 4 5x +
[ 4x +

+

+

2x +

y + z = -1 3
-2y +2z=13
+3y + 3z =-1
+y +32 =7 6
+3y +z =
-z+y =20

x - 2z = -19 9
y +3x = 21

X +y -2z=

-X -~y +z=

X +y+z
(X +y + z =
X +y + 2z =

 x +y + 3z =

[32+2x- y

x - z + 2y

i

I

X + 3y + 2z =13



